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ДокАЗАТЕЛЬСТВО ВТОРОЙ ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ УЧЕНіЯ 0 ТЕПЛФ, 
КАКЪ ДВИЖЕНІИ, ВЪ ОБЩЕЙ ЕЯ ФОРМЪ. (*) 


(по Томеону. и Кирхгоффу). 


Совокупность перемфнъ, которымъ подвергается 
какое нибудь тъло, называютъ круговымъ процессомъ, 
ежели подъ конецъ этихъ перемънъ тфло опять при- 
ходитъ въ свос начальное состояніе. Извъстно , что 
поередетвомъ таковаго процесса можно превращать 
теплоту въ работу, или, обратно, работу въ теплоту. 
Кром того, подвергаемое круговому процеееу тёло 
(такъ называемая машина, напримъръ: опредъленная 
масса газа, подвергаемая разнымъ ежатіямъ и расни - 
ренілмъ) можетъ заимствовать тепло изъ какого ни- 
будь резервуара теплоты и передавать тепло другое 
резервуару , такъ. что при. круговомъ процесс можетъ 
превращатьсл тепло, имфющее извфетную температу- 
ру, въ тепло другой температуры. — 

Оба упомянутые вида, превращений состоятъ меж- 
ду собою въ опредъленной зависияости, тавъ что они 
взаимно условливаютъ другъ друга и могутъ другъ 


друга вознаграждать: сели, напримфръ, при какомъ ни- 
будь круговомъ процессъ превратилась теплота въ ра- 
боту, то можно при другомъ круговомъ процессъ воз- 
становить утраченное тепло, ведя еей процессъ такъ, 
чтобы произошло еоотвътетвующее превращеніе надле- 
жащаго количества тепла изъ висшей температуры въ 
выешую,—и обратно. Кллузіусо называетъ превраще- 
нія двухъ разныхъ видовъ эквивалентными, ежели они 
могутъ себя взаимно вознаграждать: превращеніе ра- 
боты въ теплоту и переходъ тепла изъ ниешей тем- 
пературы въ высшую суть поэтому превращеня меж- 
ду собою эквивалентныя, равно какъ превращевіе ра- 
боты въ теплоту и переходъ тепла изъ высшей тем- 
пературы въ нисшую суть два эквивалентныя между 
собою превращенія. ї 

торая теорема учешя о теплъ доказывается съ 
математическою строгоетио пока, только для круговых 


ў м > . > * Ы 
Сущность доказательства второи основнои теоремы теоріи тепла заимствована мною изъ одной изустной лекціи Гослодина 


ж 
карове нынъЪшняго зимияго семетра. Мнъ принадлежитъ лишь приведеніе этого отрывка изъ лекцій въ нъкоторое цЪлое, съ Тою 
преимущеотвенно цЪлію, чтобы все содержаніе манускрипта приспособить къ стать, Господина Кляузіуса вь |лоцуШе , Јоогпа1 4е 
Мафаланаи , Уо1. 205 кром того я позволилъ себф измънить нъскольхо подлинное доказ :телъство, данное Г-номъь Кирхгеффомъ 
для случая, когда круговой процессъ принадльжить къ необоротнымъ, — съ Цълію, кратчайшимъ путемъ достигнуть до желземаго 
результата. Неизлишнимь считаю присовокупить, что я передаю Вамъ мой м.:нускрипть для напечаташя съ соизволеня самаго 
Гена Кирхгоффа. А сг р 
Ровно годъ тому назадъ, 15 (27) Января 62-го г., въ бытность мою въ Цюрих%, слушалъ я чтеніе Кляузіуса въ Обществћ Цю. 
рихскихь Естествоиспытателей ,„йЪзг іе Апуепіаод 4ез Ѕдёзез уоп 4ег Аедпїуајеп бег Усгуапаобеп аоЁ їе зпоеге Агђеїе “° При кру- 
ГОВоМЪ процессъ внутренняя работа въ м'шинё равна нулю по окончани процесса; когда она не нуль, т. е когда проц-ссъ не 
круговой, Кляузіусъ приходитъ къ тому же результату, который полученъ для круговыхъ ироцессовъ : но пока это и другія весьма 
интересныя соображенія г-на Кляуз!уса не могутъ быть дьказаны съ математическою строгостію, по причин наш го неръдЪнія о 
силахъ, при которыхъ совершаются внутреннія р'боты. По этой причин% манускрилтъ мой содержить доказательство второй те- 
оремы лишь въ прежней, с ой ея форм%. - 
к Упоминасмал въ тонери осподина Томсона носитъ слъдующее :заглавіе: „оп ће дуватієаї ћеогу оЃ Неа. Раг У1-—Тег- 
‚это - еЇесігіс сиггепіз, Ву \УННаш ТВотвов.“ (Изв леченіе изъ нисьма автора къ издателю). г, 
. + 


процессовъ , при коихъ интеграл внутренней ‘работы. 
въ самой машин, взятый отъ „Начала 20 конца про- 
цееса, обращается въ нуль. Ибэтомулможно сказать, 
что эквивалентными называютбя два превращенія, при- 
недлежащія къ двумъ разным Видамъ, которые мо- 
гутъ другъ друга возетановлять, не требуя какого ни- 
будь поеторонияго, остающагоея измфнешя въ маши 
нь, служащей оружмемь для правразденуй. ^^ Кляузй у 
старался найти так | математичееня выраженял для. 
величинье превращенй того и другаго’ вида, чтобы эти 
выраженія дфлались равными одно другому, коль еко- 
ро превращенія эквивалентны. Онъ доказалъ, воперз 
выхъ, что эквивалентное число, которымъ должно быть 
пыражаемо количество 0 тепла температуры ё, превра- 
тивиагоея=вът"работугеетв=дробъ====== 


Я 
гдъ Т означаетъ Функцію температуры і, независимую 
ни отъ рода машины, служащей посредетвующимъ ору- 
діемъ для превращевій, ии отъ чаетныхъ случаевъ, 
коими могутъ различаться между собою самые процес- 
сь; Функціл Т ‘одна и. таже для всъхъ машинъ и для 
вевхъ ‘круговыхъ процессов м по пеей върђоятности 
есть ни что иное, какъ абсолютная темиература. 
Кляузіуеъ от крылъ далфе, что эквивалентное чи. 
сло, коимъ долженъ быть выражаемъ перел0д5 коли- 
чества (0 тепла изъ температуры & въ температуру у? ; 
ееть разность 


РЫ « у тт ито 
двухъ эквивалентиыхь чиселъ; выражающихъ два пре- 
вращенія° предъидущаго вида: 

Въ ‘послфдующемъ ‘изложение мы 'будемъ предпо- 
лагать, что: машина въ продолженіе евоеро ‘прикоено- 
веніл ‘съ :ревервуаромъ теплоты имћетъ 60 веде ево- 
ихъ частяхь одну и туже температуру, которая впро- 
чемъ для г разввхъ 'моментовъ› времени ‘можеть’ быть 
развал Нон когда машина не ‘ваходитея ‘въ ‘прикоено- 
вені ‘е'ъ резервуаромъ и окружена абедлютнымъ не- 
проводникомъ тела, 1 торда условіе ‘равенства ‘темпера 
туры вө Нов точкахъ маншнь" етановитея "невуж- 
нЫымъ* ! оз 

обод далъе считать 0 величиною положи- 
тельно; ‘когда’ это’. количейтво” тепла входить ‘въ ма- 
‚ шину изъ какого либо резервуара А; ти отрицательною; 
когда оно выходить изъ машивы въ резервуаръ. Со- 
отвътетвенно „еъ этимь, принлтіомъ,, ‚ переходъ. терла 
изг высшей температуры 65: нисилую доаженъ быть и 
лъйетвительно ееть, ‘по данной“выше формул.” величие 
на отрицательная, а переходъ телла изв нисшей тем-, 
пературы. 62 высшуюгтноложительная (1). 
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(1) Калузіусъ принимасть знаки, противные принятынь! 
ЗАЪсь: но тогда выйдетъ, разумфется, въ оконҷ тельномъ вывод 
2 
не <, но > 0. Принято элъсь обозначен. произошло изъ же- 
ланія избъжать обозначенія пригода тепла въ машину черезъ — | 
и 60422048 ‘изъ машины черезь ++; №лаузусь же ставить, себя не 
въ машинЪ, но ънъ ел и означаеть. отдачу тецла. мащинф черезъ 


дли миратецік второй перас механической теорій а я 
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_ Круговой | це ‘называется оборотныме (шт- 
ыы круговымъ процесеомъ, ежели его можно, 
буде угодно, овторить и въ обратном направленіи. 
Извъетный пер ‘таковаго процееса предетавляетъ 
исполневнде ілацейрондмъ, по мысли Карно, граФичее- 
кое изображене перемънъ, совершаемыхъ надъ массой 
газа, приходящей въ прикосновеніе поочередно съ дву- 
му резервуарами тепла. Кляузіуеъ ‘даль 2 ўчертежъ для 


случая, ' когда. число резервуаровъ равној трем; черте- 
“жи этаго рода можно, разумъется, разнообразить до 


безконечногти. 
„Но сеть круговые процессы, которыхъ невозмож- 

но повторить въ обратномъ направленти. Напримвръ: 
два согуда, одинъ съ воздухомъ, другой пустой, окру- 
женные совершенными непроводниками тепла, вдругъ 
приводятея въ еообщенте между ©0600’; ‘и часть газа 
устремляется въ пустой сосудъ; когда потомъ газъ 
опять придетъ въ равнов$е1е, оказывается (Јоше), что 
онъ не выигралъ и не потералъ нисколько тепла. От- 
нимемъ теперь непроводники, окружающие газъ, вне- 


‚семь его въ резервуаръ теплоты, имБющей туже тем- 
пературу какъ и газъ, и сожмемъ воздухъ постепен- 


но Въ первоначальный его объемъ; при этомъ превра- 
титсл ежимающая работа въ тепло, которое перейдетъ 
въ резервуаръ ,. и. масса воздуха возвратилась такимъ 
образомъ КЪ своему первоначальному состояніио въ раз- 
сужденш своей температуры, объема и упругости. Кру- 
говой процесеъ совершилея; но повторить его въ обрат- 
номъ направленіи, очевидно, невозможно. ‘Такаго ро- 
да круговые процессы называютея необоротными кру- 


говыми процессами. ‘Въ приведенномъ сейчаеъ при- 
мърв результатомъ процесса’ было превращеніе- работы 


въ нъќоторое количество (0 теплоты, перешедшей 12% 
машины въ резервуаръ. Если температура этаго'те- 
пла была # (7); то эквивалентное чиело, ‘коимъ выра“ 


жаетея результатъ процесса, т количест- 


во ‘отрицательное: , елфд. <. Это маленькое замфча- 
не можетъ ‘служить. частнымъ примбромъ той общей: 
Формулы, которою ‘выражается’ вторая творила, меха 
ническоїй теоріи; пепла; именно: 


» Ялгебраическая сумма всњхъ превращенїй тер- 
»ваго вида, совершившихся в5 каком бы то ‘ни было 
»к руговом5 процессь, никогда не бываете ‘величи- 
»на “положительная, но или нуль, или величина от- 
»рицательная, • ежели круговой тр цесс’ не прикад. 16 
„жить кз чиёлу оборотных; для вета обдротныхе 
»экруговыхљ процессовь эта сумма равна нулю. 


Доказательство, данное этой теоремъ Кляузлуеомт, 
заставляло многихъ исвать другихъ, можеть. быть, мел 
‚инфе “краткихъ , но такъ ‘сказать; : боле членораздфаь+ 
нЫхЪ доказательетвъ, чтобъ доетигвуть до этой‘ теоре- 
мы. ых аа въ нъскдлькихъ словахъ свою 


есть — 


= и выхода тепаа изъ машины черезъ лн (ГочуШе, 54 20; Ров. 
репо? дппајеп, т. 93), ‚ Впрочемь м Каяузіусъ, желан сдълать, 
свой результатъ . независимымь, оть темиературъ резериуаровъ- т» 
только 3.висимымь оть температуръ. самои машины, иереноситъ 
себя мысленно въ машину и саъд. переходить къ тому условное 
‚му принятію. знаковь въ эквивалентныхь числахъ, которое сдъ- 
лано здЪсь съ самаго начала. . 
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мысль, какъ онъ желалъ доказать ссбъ эту истину (2); 
Г. Кирхгоферә- развилъ мысль англійекаго Физика и 
предложилъ' слъдующее доказательство ‘въ евонхъ чте- 
ніяхъ :0 теоретической Физик. 


Из холоднаго тъла в5 теплое никогда не. можеть 
переходить тепло, если въ тоже время не происходить 
никакой. другой перемъны, состоящей въ связи съ упо- 
мянутымъ переходомъ. „Принявъ эту ‘истину за осно- 
ваше, можно безъ велкаго затрудненія доказать нашу 
теорему для частнаго случая, когда машина М приходитъ 
во время круговаго процесса, принадлежащаго къ раз- 
ряду оборотныхъ, въ прикосновеніе не болће, какъ: съ 
двумя резервуарами А, и А, причемъ она можетъ 
заимствовать отъ резервуара Л, нъкоторое (положи- 
тельное) количество (0, тепла, имъя притомъ во вевхъ 
своихъ частяхъ теупературу &, (7,), и потомъ опять 
отдать нФкоторое (положительное) количество (0, те- 
пла резервуару Во, имъя приэтомъ темиературу (Т). 
Такъ что для этаго частнаго случая дЪйетвилельно 
алгебраическая сумма 


9:4 С 0872.9 
Т, Гау 14 
Мы примемъ для элаго, частнаго случая нашу те- 
орему за доказанную (3). Предетавимъ себъ теперь ма- 
шину М, которая во время оборотнаго круговаго про- 
цесса приходитъ въ прикосновене по одиночк® съ ре- 
зервуарами Аи, №,... В,, причемъ температуры 
въ мащинЪ соотвфтетвенно суть Ё >>... >. 
Въ какомъ порядк® перемфняютея температуры въ ма- 
шинв и слъд. въ какомъ порядкъ приходитъ она въ 
прикосновеніе съ тми резервуарами, для насъ это об- 
стоятельство не имфетъ значенія.: Пусть 0;,:0,.05, ..Өд 
суть количества тепла, лолученныя. машиною отъ с0- 
отвЪтственныхъ резервуаровъ. Ежели (0, есть тепло, 
отдаваемое машиною резервуару Л, , то (0; какъ 
выше замфчено, есть величина отрицательная. По окон- 
чанін оборотнаго круговаго процесса должно быть 


х0 = 1406 РЕ 9. 20 . 
| Тума еә м Я. 

Таково алгебраическое выраженіе второй теоремы во 
всей ея общности и строгости для круговаго процесса, 
принадлежащаго къ разряду оборотныхъ. Чтобы убз- 
диться въ справедливости этаго уравненіл, докажемъ 
слъдующую вводную теорему: | ч . 

»Предетавимъ себв другую машину М", которую 
»мы приводимъ въ прикосновопіе съ тъми жё резерву- 
»арами В., К... К, , причемъ соотвътетвенныя 
»температуры въ машин% суть по прежнему #,,/,,#.. .Ѓ, 
»(7,, Та... Т,). Работа, полученная съ машиною М’ 
›пусть равна работ?, которую получили прежде съ ма- 
»шиною М. Е. жели круговой процесеъ, совершивиийея 
СЪ машиною М’, припадлежитъ къ числу оборотныхъ 
»и былъ веденъ такъ, что изъ (п?) резервуаровъ 
ХВ. КЬ заимствованы машиною (положи- 


Е: 
7’ 


есть нуль. 


рі (9), в гадзасіопа о е гоуа] восіеѓу оѓ Ейиђигдћ, Хої. ХХІ, 


мемуар%. 
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(3) "Каяузіусъ "доказалъ ее ‘въ вышеприведенномь своемъ | 


‚ происшедшей въ резервуаръ Д 


этельныя или отрицательныя) количества (0, 0%....0 
»тепла, собтвьтетвенно равныя количествамъ 
0,..-.0,% ‘тепла’ въ иредъидущемь круговомъ 
процесе, веденномъ еъ машиною ЛЕ; то легко дока- 
эзать, что количества (7, 1 н 0’, тепла, пдлученныя 
эмашиною М" отъ  остальныхъ двухъ резервуаровъ 
И, 1 и неоремфнно равны соотвЪтетвеннымъ 
›воличествамь (00, н (0, тепла ,` который получены 
были машиною М отъ тъхъ же резервузровъ.«—И такъ 
предетоитъ доказать справедливость уравненій 


И === Еве и тед е 0, А 

Проведемъ сперва одинъ круговой процеесъ съ 
машиною М въ прлмомв нанравленіи, т. е. превращая 
теплоту въ работу; потомъ: приведемъ въ дъиств!е ма- 
шину ЛГ, но въ обратном паправленіи, т. е. такъ 
чтооъ она превращала расоту въ теплоту; оба процес- 
са выфетБ составляютъ одинъ обращенный круговой 
прецесеъ. По окончани обљихъ операцій мы находимъ, 
согласно условямъ теоремы: 1-ое, что’ количества те- 
пла въ разервуарахъ №, , Ль,...П„_о не претерпъли ни- 
какого измвненя, ибо резервуары получили при вто- 
рой операщи каждый ровно столько тепла, сколько по- 
терялъ во.время первой; 2-0е, что по окончаніи объихъ 
операцій, мы не выиграли и не иетратили никакой ра- 
боты. Между тъмъ одипъ изъ двухъ остальныхъ ре- 
зервуаровъ,напримвръ А, _1, получилъ положительное 
приращене (0 „_, 0,2 3) тепла; иТакъ какъ по окон- 
чаніи объихъ операцій ниеколько тепла не превратилось 
въ работу, или обратно, то эта прибыль (0„—1—0'. 4) 
должна быть, въ силу первой теоремы теорій тепла 
(2 () = 0), равна потери (0, — 0,) единицъ тепла, 


п—9 


1, 


п? 


`Такимъ обр. по окончаніи Обвихъ операцій объ ма- 
шины пришли въ первоначальное свое ёостояніе, и ника- 
кая работа не развилась изъ тепла, ни обратно; меж- 
ду тъмъ, нфкоторое количество тепла, имфвшаго тем- 
пературу Ё, превратилось въ тепло. высшей темпера- 
туры, &„_а. Такъ какъ это противорфчитъ основному 
положенію, механической теоріи тепла, то должно. быть 
(0, Оаа) == (0, — 0,)=0.,. т.е. а= О 
и 0 в. == Ув. ; 
Ежели бы мы: предположили’, что резервуаръ 
п—1 потерялъ часть тепла, которую принялъ. резер- 
вуаръ В», другими словами, что тепло изъ высшей 
температуры ё, перешло въ‘ниешую;. то стоить 
лишь обмънить направленіе. процесеовъ и. заставить 
машину М’ дъйетвовать въ обратномъ порадкъ, пре 
вращая ‘работу въ теплоту, и машину М въ прямом». 
Это, очевидно, ‘дозволяетея условілми теоремы ; ибо 
процессы, совершаемые съ объими машинами, прина- 
длежатъ къ числу оборотныхъ. Но тогда опять при- 
демъ къ невозможному требованию слишкомъ экономи- 
ческаго перехода теплоты изъ низкой температуры въ 
высокую, не производя ‘въ тоже время никакого дру- 
гаго зависимаго изм%Ъненія. л. „оон 


Поел$ этой вепомогательной теоремы, обратимся 
къ выводу уравнен1я > 


нат 
270 
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для машины Л, совершающей оборотные круговые 
процеесы. Приведемъ машину ЛГ въ дъйствіе, и во 
время всего круговаго процесеа пусть только два ре- 
зервуара №, и Ду приходятъ по одиночкф въ ирикос- 
новеніе съ машиною ; пусть 41 и 9’ суть количества 
тепла (положительныя, или отрицательныя), принятыя 
машивою оть В; и А; причехъ температуры маши- 
ны пусть были соотвтетвенно прежнія; ци іо (Ти Та). 
Потомъ заставимъ машину совершить другой. круговой 
процесеъ, причемь должны дъйствовать резервуары 


№ и Ву, отдающие машин% (положительныя , или от- 
рицательныя) количества тепла дз и 4 з» причемъ ма- 
шина имла соотвътсетвенно температуры & и &5 (27%и Ту) 
во веъхъ евоихъ частяхъ, и т. д. Наконецъ, дадимъ 
машин$ совершить (п—1)-ый круговой процесеъ съ 
резервуарами А„_: и А,, которые при этомъ могутъ 
отдать машин соотвфтетвенно 9»_: и д^ единицъ 
тепла, причемъ температуры машины были #,_, и Ё, 
оао ода наглядности, прилагаемъ таблицу 
этихь (п 1) операцій: 


Резервулры: 


М при 
зако ыа Ы В, Во 15 ы Вл Вл К, 
резервуарами: отдаютъ машин% количества тепла: 
Нуе деч а | 
2): Нени Вик 9з 95 
1-29 \ И и В. 97% Е Ч 
п 1) В, чи, 1 рет _ 9, у 


Суммы количествъ тепла, | 41, (9 «+ 4%), (95+ 95),---49. р : =) (9 доду ба» 


отданныхъ каждымъ резер- 
вуаромь во время всЪхъ 
(п—1) круговыхъ олерацій: 

Каждый отдъльный круговой процесеъ совершал- 
ся только съ двумя резервуарами; вторая основная 
теорема теори тепла даетъ для этаго случая ур—ія, 
которыя мы уже условились считать за доказанныя: 


Другихъ зависимостей, кром% этихъ (п—1) ур—ій, 
между (2п—?) величинами 91,9’ з, 94,0 п 45493.94 
не существуетъ; елбдовательно (22 —– 2)—(и—1)]=п—1 
изъ нихъ остаются совершенно произвольными. Но 
будемъ вести наши (2—1) отдъльныхъ круговыхъ про- 


Ча ся 95 . Фл "= цесеовъ такъ, чтобъ 41, е... 9» удовлетворяли, 

9з т. т 036 Я га аа. „Ка Б: 0.0) | кром необходимыхъ РАР (1), еще слъдующимъ 
| (0—1) уравненїлмъ: . 

Ч: = (1; 9а 0ь;...; Фоа = Әла. 0. 0) 


9% + (Ча а) (ча 04 аа а) = 0.4 04: - РГТ . 


'Гогла изъ Хн линейныхъ ур—ій (1), (2) и (3) ве- 
личины (2п—2) неизвфетныхь 41, 4 , 9, . . : а 
совершенно опредфлятея. 

Низто не мвшаетгъ намъ (п— 1) вышеупомянутыхъ 
отдъльныхь круговыхъ процессовъ разематривать какъ 
одинљ непрерывный круговой цроцесеъ, и притомъ какъ 
такой процессъ, въ которомъ резервуары Ар, Дз ,... Л, 
отдали машинф каждый поочередно количества тепла 


0, , 0. 5.11 Оч = 9 1-91 и 0, == {,5 тем- 
пературы. машины, во время привят 1я количествъ 
0, , г 52+ • оні атепла, пуеть были соотвётетвенно 


1агуйатъє 0. ба: Тана онә Дари вавъ ли пори 10 
дЪльныхъ (п—1) процеесахъ. Такой новый взгляд на 
наши (2—1) отдфльвыхь круговыхъ. ироцесеовъ, оче» 


видно, нисколько не противоръчитъ :ур—іямъ (2), (3) 
и (1). Сумма ур-—ій (1) даетъ тогда мекомое уравнеше 
0 ‚ #6, п 
Я. пр У 
п—1 а 


Но л могу еебъ предетавить другой процесеъ съ 
Тою же машиною ЛІ, также принадлежащий къ. чиелу 
оборотныхъ, въ которомъ резервуары Л, Ва,... №, 
и количества 0,, 0, ... 0, е тепла, отданныя ма- 
шин резервуарами ири темиературахъ Ёз, Ё... ёе 
(7, 0 РА), суть тБже самыл, какъ въ предъ- 
идущемъ, изъ (п—1) отдвльныхъ процесеовъ состав- 


(3) 


ленномъ процесс®; даже температуры еб А ПРУД 
и Т,), при которыхъ дъйетвуютъ резервуары ыл 
и Ц», могутъ быть тже самыя, какъ при тфхъ (1—1) 
отдЪлЬНЫХЪ процессахъ; но резервуары К, и Д. 
отдали машин количества тепла О’ и в кои 
повидимому могутъ быть неравны соотвътетвенно 0„_, 
и 0,. Ежели только суммы (Он 0») и (0.1. 
0,). равны между собото; то новый, третій, придуман- 
ный нами круговой ироцессъ’ удовлетворлеть виолн® 
ур—ілмъ (2) и (3); но спрашивается, будеть ли для 
него справедливо ур—і1е. 


а 


какъ справедливо было ур—-іе 19 для круговаго про- 
цееса втораго, составленьаго чрезъ простое сововупае- 
не (и—1)* отдфльныхь въ одинъ цфльный круговой 
процеесъ? 

Отвътъ: »непрежњнно«; ибо, въ силу вводной те- 
оремы, должно. быть: 


а= О. и ВиО... ел. (8) 


Измфиля (п—1) величин 41, 4, 45, ..- аа И 
опредфляя изъ ур—ій (1) для данныхъ температуръ 
1,..- 1, соотвътетвенныя (п—1) величинъ да, 9 у. э 
будемь получать вељ воз.ножныя величины для’; 


0. 


ыы 


п 


и 


0 7, - 
т. + нет, К) 
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0.,... 0.24 изъ (п— 1) ур-= (2) и (3); но для каже 
дой системы величинъ (),... (0, + поелфдняя величи- 
на (0, не произвольна, но опредъляетея изъ ур—ія (5). 

И тавъ всякій оборотный круговой процессъ 
долженъ удовлетворять ур—ію 


Е а а 
и съ тёмъ вмћетъ, вторая основная теорема теоріи те- 
пла для оборотнаго процесса совершенно доказана. 


Изъ предъидущаго размотрънія открывается, что 
всякій оборотный круговой процессъ можетъ быть за- 
мъненъ совокупностію вышеописанныхъ (п—1) отдъль- 
ныхъ круговыхъ оборотныхъ процесеовъ, еовершен- 
ныхъ каждый съ двумя “изъ резервуаровъ, выбранны- 
ми поочередно; ибо этотъ оборотный процеееъ удов- 
летворяетъ ур—ію (ТТ), а елъд. и ур—іямъ (6), такъ 
что для опредъленія 2 (п 1) неизвветныхъ 4, 9 а,-.-9, 
им%етел ровно ? (2—1) линейныхъ уравйеній (1), (2), 
(3), неболфе. | 

Изъ различныхъ еоображеній, оенованныхъ на 
ур—іи (П) и которыя неумфстно было бы зЗдъеь при- 
водить, выходить, что Функція Т температуры & есть 
велечина положительная и возрастастъ вмветъ съ по- 
вышеніємъ температуры. &. - 

Съ помощію двухъ послфднихъ замъчаній, легко 
убфдиться въ справедливости второй половины разема- 
триваемой нами теоремы, т. е: ›Ежели круговой про- 
»цесеъ не припадлежитъ къ разряду оборотныхъ, то 


»еумма с никогда не бываетъ величиною положи- 


тельною.« 

Пусть опять Л,, Во,... В, суть резервуары, 
изъ коихъ машина во времъ какого набудь необорот- 
наго круговаго процесса получастъь количества (),, 
0.,... О» тепла, имвя притомъ соотвЪтетвенно тем- 
пературы & ,1',... в (7,, Ть,... Т) во веъхъ сво- 
ихъ точкахъ. Предетавимь себ оборотный круговой 
процессъ, совершенный съ машиною ЛМ, еъ прежними 
резервуарами /,,... №, при т5хъ же температурахъ 
(7,,... Г») н веденный такъ, что количества тепла, 
полученныя машиною отъ первыхъ (2-1) резервуа- 
ровъ, были (),, 0, .. 0,45 тогда количество (’, 
тепла, полученнаго машиною от ь резервуара К. э опре- 
дълитея само собою изъ ур—1я: 


0, 0. п—1 0, _ 
тнт. + ТИ АТ + р +7 0. 


љ—1 


Что таковой, придуманный нами оборотный кру- 
говой процеесеъ возможешь, Въ томъ убъждаеть насъ 
возможность замфнить его совокупноетно (2—1) от- 
АЪльныхъ круговыхъ оборотвыхъ процесеовъ, совер- 
шенныхъ каждый съ двумя резервуарами. Исполнимъ 
Нашъ данный необоротный процеееъ въ единетвенпомъ 
ВОзможномъ направленім и потомь придуманный нами 
оборотный процесеь въ. противоположном этому на- 


правлении. По окончаніи ` обоихъ ‘процесеовъ окажет- 
ся, что машина приняла въ себя при температур% 
1. (Т„) изъ резервуара Ё»„. (положительное или отри- 
цательное) количество (0, — 0',) единицъ тепла. Еже- 
ли бы разность (0,—0’„) была величина положительная; 
это значило бы, что поередствомъ двухъ упомянутыхъ 
круговыхъ процессовъ мы превратили тепло (0,—0’) во 
внљшнюю работу (0,„—0’,).^.— Факторъ К означаетъ ме- 
ханическій эквивалентъ единицы теплоты. Н%тъ ничего 
легче, какъ придуматьеще одинъ оборотный круговой про- 
цессъ, при которомъ эта, состоящая въ нашемъ распоря- 
женіи работа превратится опять въ тепло,но выешей тем- 
пературы, нежели &, (Т,) Напримъръ, можно совершить 
круговой оборотный процеесъ въ обратном! направле- 
ни (т. е. превращая работу въ теплоту) съ резервуа- 
рами Л, и. В,_.: при температурахъ ё, и &,_, (7, и 
Т._1; припомнимъ, что 7_,> Т,): тогда не только 
работа (0, — 0',). К превратится въ тепло (0, — (0',) 
температуры Ё, (7,4), которая перейдетъ въ ре- 
зервуаръ А„_л, но еще. кром того нъкоторое количе- 
етво тепла (4) перейдетъ изъ резервуара Д, въ резер- 
вуаръ А„_, т. е. изъ температуры #, (Т) въ тем- 
пературу 1 (2,3). \ 

По окончани вефхъ, трехъ круговыхъ процессовъ, 
даннаго: необоротнаго и двухъ придуманныхъ нами 
оборотныхъ, оказывается, что машина возвратилась 
къ своему начальному состоянію (ибо процессы—круго- 
вые), что нисколько тепла не превратилось въ рабо- 
ту, ни обратно, что общая сумма тепла во вефхь ре. 
зервуарахъ, вмЪст взятыхъ, таже самая, какая была 
предъ началомъ операцій. Единственным и потому 
невозможнымъ результатомъ этихъ трех'ь процессовъ 
было бы превращеніе тепла изъ нисшей темпе атуры 
їл Въ высшую #, з. И такъ разность (0, о) не 
можетъ быть величиною положительною ; вев Т суть 


величины положительныя; саъд: (52.05) акте не 
љ 


можетъ быть положительнымъ количествомъ. 


Сумма 
( №, | 0’. 

22: В Пе 

Шел" оса дой Т» Т 


п—1 

ибо второй процеееъ былъ изъ разряда оборотныхъ. 
Такимъ образомъ приходимъ къ желаемому заключе- 
пио, что для необоротнаго круговаго процесса алге- 
браическая сумма 

0. Оз 9% + 2-1-4. 

1, Т я ТА 
должна быть или нуль, или величина отрицательная. 


0:50: 
Нее 


Кейдельбергь, 
28 Яне. (9 Февр.) 1863. 


Михаиль Окатовә 
преподаватель Демидовскаго Лицея. 


ип 
"ап 


вах віник ооти ваанакекя’) 
(4) Это количество тепла, какь доказывается, зая случая 
ан ЗЕ у 


о ЕЕ др . 
Е ———— 


м .піштойёр ит 


двухъ резервуаровъ, есть (0° — ГЭ) 


и` 
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©. НАХОЖДЕНТИ, зависимости. ПРОИЗВОЛЬНОЙ | 'ФУНКЦТИ отъ СУММЪ 


эииэт нп в 


то № МЕ обилии оби А ъф нцос 0 одиночных т. м 
аж ВЕ йә грата ©) он 1.6л (90% 
Ноти ОЕ ех н О 0 . (Си, М. 32 и 35). 


ТАТТИ уч 3 76700 : к. 7 
К Аложить. вопросъ' „0 нахожденіш Зависимости произвольной . Функцій отъ суммъ одиночныхъ“ 
въ н оби о вид?, возьмемъ, съ этою цълью, извъетную намъ теорему: 
. то че т } укн + ; ; 
соо араупт ам мал а рду | 2р ФУ) совцу у, 
мот йэш А он.оғлідт ара атат ео 
гншодоноо өнжом (үнд у; тт? 
съ. еневойствомъ ^9 11 | 
#1959 $5 (тогли 1 06. ВВ! ‹ Ф > 
1 ц `$ + а 
н 1) кам 25 бы г не н $ | . 
ояакот эн вклот („Ў от 0. = | - Р(х, фу) соѕ пу. ау; 
о ©) оғ «а 51 в‹ ап + е Е 
) „У р 
ПН 196 УП -ВЕ МІ 9 
гаж; хакъ" унн, ЗОВ ‘изъ предъловъ ‘интегрирования, относительно у, долженъ быть меньше р ? 
ы и 


‚ Савааевъ , въ ‚теорем. (а) р=х., 9 =т—х., Г, 1) =$(ух); а въ ея свойствъ : , Функцію 
га, 90) = 9 (0—2), а + х ,19 = а: уота найдемъ:, 


7109291090 419907194 
пмБн НЕМУ аон 2л (а) 
г.птвйвоа» вами оти Гв: ХЗ К) сов, ау уа, ига, при їу< т 
очмая2--іаәәоа одр) ом Бр 
Оов гач аолт оор І і 
і 1 1 л х А у 
943 хёя 09 БАПУТ 61 у 1 УҢ узае М КО е г еи. — == т 
біла) алб), вбмаә ЭжБт охл ПРУТИ" | 
мото м ому оао пацидо хекоьёнњи «зда | моли оинно, това он оой р 
хноэээпоЧи хот гхи «га ГЕТА ) . И 
иГутвЧпиУ тэн +5 < 
А и 0 = = $9(у- х), соз иу, у. а... о ори 2 =т. 
чо 'Х ёда ; ооналотнжот Т Рут => > 
ТИТ 
Озкудаз сизивнивь церемённыя: ' 
у за ОЧТоОУ ЦОЯ «тат І | у ху у у= 21 + ; 
получимъ: · {ӯ а 
0 === 
е \ ) | т , 
А , 2лф(х) + ег 
87204000 ‘вДачёбч а ий 2 п т (у)соз и (уж). ау ч. 1.0 при < т 
таре Уно а і 0 7-69 м 
ку вооонодн» ©1880] 
п ф(х) 
(у Е О Ли — . . . . . е е . . . . . . . — ф=зт 
\.— \ 0 = ОТР ШРС МА 057 зс Ру Я 52 >т . 
паг“ О ПНИРИАЗ ИТТ ФАТИ ИИ да Би; } уг ! ; 2 
. 45 . и: 
ФӘ ону) этлгутай 0: = Г 22 я (у) "РОННИ ау 5062945 При Х—т. 
момым, о5о аә, а уз. 9л 7 ь р 9 т А 9 > 
ыЪ, < ужэ х кэ} . { х М 0 ; 


Складывая предпослъднія трэ равенства съ послъднимъ, А потомь вычитал послфднее — изъ каждаго ему пред- 
ченвубиав, ©, пайдана: п 0 сарде — изъ каждаго ему пред 


(*) Эти дъйствія, надъ разсматриваемыми суммами, м ибо условія, при которыхъ каждая изъ нихъ имфеть м%- 


л 
сто, Ше противурёчать аругъ аругу. Въ самомъ Ава, при т + < жд, Т—Х, подавно, будеть < е 


— 11 :— 


2 т 
4 со 
Фа 1 7 [., ёш 7 (2605 у: оце аш) со - годрв х < т 
` ля(х) о.” 
(© 22и се \ ы. е о ТРЕ е и га о. о а т го 5 х= т 
(4) О. оо ПЕРУ учун = ДЕЛИ д о Е Ет 
уе - 
$ г 5 а и! ТИ" += Г. = ирвдоясноди нэн у мпянүф ад ` 
(0) Ав а ы ғ) за шу. віп ца, а. Уч ПАО 4» Нерис анараа» 21; 
о 2 м и 05 „олам 
я р(2) е9) == \ |). Ч влагой 
(с) ЗЫ Т она БУ АЕС Хрчак о Вы, — х=ит 
(2) 0 "=. А уэ, , . - е . . |. б . А . . о . 2 = Е — х> т. 


т 
Изыфнивъ, въ послъднихъ Формулахъ, перемънную и на 7р 4° получимъ. Формулы: 


лп $ (<) Г Бле тиу. тих 
ь а= х 208 — сБ сс Ф УЛАРНИ 
чт» 52 маі ӯ (у) соз п < 095 7-23 40 при 5 < т 
. 0 
а = \) ча авиннваП 
яп (2) _ | 
АРРА о ЕТ 
{209 ! } = *—з А 
0 = . . Гаре ДГУ Т 7: \. а. оо Ве . а ет дя 7 = — >В 
Д : | 
(е лп $ (х) _ = [ е ЕРИ °. тих мАн 
>” у) 91—. ш-—— ду... ыы < т 
Е та а $ (у) у - . при х<т 
о 24+" Р 
ку 131 гу 7А ы 
< пп ф(х) _ атчу а | Фетр" 
т оба нина ель оба Е 
аа 109). укуичох «#09п91 ‹=м3м2509 
у 07 РЕТРО, рее. ок е 2 хт, 


> 2 27 : 
имъющія мето при асг и при тЬхъ значенщхъ п, для которіть Фунқція ‚Р и ея производная ф' остают- 


ся конечными и сплошными; ибо мы не им%емъ никакого права аъ въ послъднихъ Формулахъ предъломъ 
число, нарушающее условія, при месн, теорема (а) им%етъ мето. 
Полагая въ (ге) т=л, 4и= 


‚АН 


71 
Ну! 7 ‚4 
ори 
Я “ ; “НК 
Такъ съ помощію теоремы (а) н ея евойства выводится Формула, данная въ первый разъ Л агранжемъ. 
Сдълавъ въ (Б ‚), (4) и въ (Б), (& = 4и: 2+, <: Е = 
дЪлавъ (6), (0), 9 ыы 7», ( р, = - вме: 1 амда 7 
а + Злын. 
(Р) пр(х) = И $ (у) соѕиу. с0ѕих. йи ау. «лб ољьйь дале 6 6 т, 
о —= | : == 
27 ља ЗА; цг „мы р м 4 0 \- 8) % ее 
(9) Е М „э 14802. 95 Е Р РТ х= т 
(А) а. СЕЧА еИЗЗИЕН *. 5—9 2 (039° ,ачтонолат Фмэнда690и Ф6- отам! 


— 112 — 


т + 
(Г) яя) = | [$9 япыу. эпих. би ау . . . . . при х< т 
о —> 
л ф(х) А 45 
(9) У бы ОТЕ СЕ. > — т=т 
* . . . . ‹ . . . =— х> т. 


(№) ОДЕР, у М8 


гдъ Функція ф и ея производная $, какъ не трудно видъть изъ статьи, данной нами въ 32 № В. М. Н., долж- 
ны оставаться конечными и сплошными для веъхъ значенй перемънной, отъ величины ш, по произволенію 


малой, до т. 
Полагая въ (Ў), (9) и (№) Функцію 9 (у) = 4 = постоянному числу: 


+ ео, 
ѕіп ли. с05 хи 
пе ———————— ац. . 0..0... при х < т 


и 
— © з ° 
аі еч 
? —» . . + . 2 — 
цфи 0 == С Ч . о . . — х> п. 
Принимая въ (Ѓ) (0) = е7, п =: " 
М со + 
п" | е7? еоѕ му. соѕ их. йи йу 
о —© 
ИЛИ: 
1 +<> 
пе-* — со их, 
ай 1+1 4 
— © 
Возьмемъ, теперь, Формулу (Б): 
| © +2 
Ж пр 08 [| $ (у) зіп му. яп иль. ди ау 
“вокеахои 0 —е 
или; 
+ < 
п ф(Ьх). а = [| $ (у зшиу. я ид. а^ ди 4у 
0: еә 
Или; А : 
<> со +52 <> 
"У! ва) а | | Ф (у) зіп шу. ёи ау У зіп иль. а" 
1 . В і 
или 5 54 РА 


= 1 
$ (у) зіп чу. этих ви 


КЕ оф 
л 7 
У $ (6х) а? = [| 1— до сових а? 
АҮ == у =: х і 7 ое 


Полагая, въ посл®днемъ равенствв, $ (2) = е, найдемъ: 


— 18 — 


+ © 


РИ мѕіп их. би 
(9 Г 6“ — в (аз - из) (1 — 2а соз их + а?) я 
—е 
Или, при а=— 0, получимъ: 
(0 л аре піп их. ди 
| ес-но — р а? + и?) (1 +- 20 соѕ их + 0°) 


Сдълаемъ приложеніе Формулъ (Ў) и (№) къ опредъленію постояннаго числа въ разложенін Функціи: 
Р (и) = 4, + Ч, соѕ 1и 4- 4, сози +... + 4.08 хи... 


Для сего умножимъ 06$ части послъдняго равенства на ф (у) еозиу и проинтегрируемъ его, отногитель- 
но у, между предълами отъ 0 до т, и относительно и, между предвлами отъ —е> до +; тогда найдемъ: 


т +2 т +С т +9 т + о 
[ [ Ки). #0) созишу ау 4, [ | #(у)соѕ иу.аи ау-- Ч, | 7 Худеовиу созли. ау, | | $(у)е0$ иу.соз2и.4и ау... 
о —<> о —еә 0. —© 0 —< 
Откуда, при 1 > т, им%емъ: 
т + 
Г] го). яо) сову. аа ау А. п (0) 
о —© 
или: 
4 т +2 
Ч = я) Г Ё(м). $ (У) созиу. йи ау. 
о — 
Перейдемъ, теперь, къ ръшенію предложеннаго-нами вопроса. 
Для сего напишемъ Формулы (Г), (9) и (№) вь такомъ вид: 
т +2 5 
(1) пя) = || $ (у) соз иу. АР ге чихела - дани ОНОН 
о —> 
(т) а коде ыа ра: оре орут най ко сон 
(п) р ое ды 


и предложимъ себъ найти значеше слёдующаго двойнаго интеграла: 


+ © 
Г Гы 4-0 ё) $ (у) созшу, йи у? 


о —© 


гд%, разум%ется, Функція { должна Оставаться конеч 


ною и сплошною для вефхъ значеній перемънной и, между 
предълами отъ —<2 до +4. 


‚ Предполагая что Ѓ(ћ + о еѓ“*) удовлетворяетъ условілмъ, при которыхъ она можетъ разлагаться въ схо- 
Аящійся рядъ, по степенямъ ре:“*, по теорем Тайлора, им%емъ: 


о —е2 


ге > 36 т м рп) 
[ { Као) у)соѕшу.бшбу = Г [ [Родео А совм. И давите. ау, 
о © 


_ что, на 0сиованін равенствъ (1), (т), (п), доставить: 
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т +С 


о | плееров рн о гуз | при тее 
о е 
т +3 ЛА 

о || пач-оеуодсови аут д0) О ОРО 00... ает) 
о —<= ` 

я т +22 

(9 1 панну ау УР. РАО МЧРООТИИТУКИИ,РРРРОИО „ИРИНА. 

д ач 


^Такъ съ помощю предложенныхъ нами теоремъ ‚рёшается вопросъ о нахождении зависимости произволь- 
ной Функціи отъ суммъ одиночныхъ. 


Полагая въ Формул% (0) ф(х) =е7—°, найдемъ: 


2" ры п Р... + | 


или: 


А + 0 еіче) к ж 
(#) а и Чи = Г®- ее ). 
Очевидно, положеніе №=0, въ полученной Формул%, пре брлага ть, споеобноеть Функци {(ое!“*) разлагать- 
ся въ сходащійса рядъ по теоремъ Маклорена.. · | 


Дал%е, полагая, въ той-же Формулъ, ћ=0 и {(:) = (8. С] албата 


(0) Ж: К = — =. (ал) Я 


Жосмотримъ теперь возможны-ли эти положеніл? 
Для сего имфемъ равенетво, 


зарание $ 
а { #0) а= Г я $(их)е—7 соз цу. Чи = ой Е > чони. А Ое сов нии ау, 


а? + из п. 


въ которомъ значеніе первой чаети опредъляетея интегралами, отличными, по’ сущности своей, отъ интегра- 
ловъ входлщихъ въ составъ Формулы, изъ которой разематриваемая выведена; а по этому-то едъланныя нами 
положенія, для полученія Формулы (#), какъ нарушающія үсловія, ири которыхъ найдена Формула (5), мы от- 
рицаемъ, — за исключеніемъ случая ‘$ (2) ==е°, приводащаго къ известному уже намъ результату. 


Сдълаемъ въ Формулв ($) (2) = 15.2, ћ=1: 
" + | . ; 
| “ва ое 7) а= 3 ее"). 


а? - и? 
—< 


(*) Остальные члены обращаются въ нули, ибо въ нихь и”раметрь тригонометрической функци больше верхняго при ‚дла! 
того интеграла, который берется относительно иеремфиной у. 
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или: : $ 
со ; : 
ТЕ —. 
Еее Сее ае еее). 
о . 


или: 


—_—_—— 


: : # (1 е —= я ати 1 о —а2 
[ 8 ( О ща 1600 ее № . 
О а 


Или, дифференцируя 06$ части относительно х, найдемъ: 


(и) 


сом ля м. іп их. би Ни ВЕБ 
. (аз + и?) И -- 20603 их 0) 2 е +0 ; 


Гдф, по сдфланному нами условію ,. о должно быть <1, ибо 16(1--ое?“*) разлагается въ сходяшійся рядъ, 
по степенямъ 0 е'“*, по теоремъ Тайлора, при © < 1. 


Но разёматривая ётроку, во второй части равенства (г), замфчаемъ что при © == 1 сходимость ея хотя 
и уменьшается, —но все-же строка не перестаетъ быть сходяшеюся; а потому полагая въ послъднемъ равенств%, 
о == 1, найдемъ: 


Ру с> 
` | 15 (1 4- соз их) Чи "в (4 ее) 2184 


3 8 За 

ә . @ и 2а 

или: на Ка 
52 [в соз? 57 га 
2 Е 14- е7 

| а а= 218( 2 ) 

0 
или: еба 


м. 
15 с05 их ра е 


Съ другой-же стороны, сравнивая значеніе интеграла въ равенствъ (и) съ значеніемъ сго въ равенетв% (А), 
видимъ, что положеніе 0== 1, въ 1-мъ изъ нихъ, соотвтствуеть положенію а == — 1 въ равенств® (0). — 
А поэтому заключаемъ: на сколько вфренъ резудьтатъ, пропешедщій въ саъдетвіе положенія © == 1 въ равен- 
ств (и), ва етолько-же справедливо положеше а = — 1, въ. равенствъ (г), доставляющее тотъ-же результатъ, 
Найдемъ еще значеніе суммы: 
т + 0 , 
[ РОЧ о січе е—ічве с (у) сов иу. ди йу , 
9. = . 
гдъ Функшя ў, по предъидущему, остается конечною и сплошною для всфхъ значеній и между предълами отъ 
—<> до о; а п число цБаое. | . | 
Бели (А 4-0 е?) способна разлагаться въ сходящійся рядъ, по стеленямъ оеі“*, по теоремъ: Тайлора, 
то можемъ написать: 


Ф со т +со ы | 
[ . Гв о е?) еі" д (у) созишу. Чи Чу = | ф [2 еч" ф (у) соѕшу + ч Аі е!ч=2—9) (у) соѕшу +... 
о —© 0 —© 2 


в р(п) рр) (|). Ц 
А ме (0 у) данин ЧФ В ими +] аи ау 
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что, на основан и Формулъ (1) и (п) доставитъ: 


у) 


0 —еә 


т + 4 ° е8 
й Гнев") етее р (у) соз цу. бабу = ТРО Г (0 . . при хм. 


Такова зависимость, существующая между производною Функціею п-го порядка и суммами диФФеренціальными. 


Съ помощію этой зависимости легко выразить остаточный членъ Тайлоровой строки посредствомъ двой- 
наго интеграла; но мы не будемъ на этомъ останавливаться. 


Сдълаемъ въ Формул% (0) $ (у) = Ч= постоянному числу: 


т + 


Г 


0 —< 


или: 


4 © тр 
[ Г + о е“) и 


Этимъ мы оканчиваемъ настоящую статью. 


с 
ь " Г.) (№) 
ГО 0 е) соз цу. шут ГВ, в о © в 


"610 


п! 


Въ слъдующей-же стать мы намфрены показать, какимъ образомъ остаточный членъ, теоремы Тайлора, 
выражается одиночною конечною суммою чрезъ данную Функцію. н 


С. Петербургъ 1863 г. 11 Января. 


Н. Коціевскій. 


п. 


Библіографитескій указатель. 


84. Меіѓеге Аиѕѓіһгипк ег ро1їёі- 
слеп Аг! шеф: К, уоп рг. /,. Оеёіпдет. бгебѕ- 
ута4 1863. аР 

Это сочиненіе, появившееся нын въ отдфльномъ 
изданіи, было уже напечатано по частямъ въ Сгипегез 
Агеһіу бег Ма. апа РЬуѕ. ТЬ 37 и 38. Оно содержитъ 
не только историчеекій и критическій обзоръ различ- 
ныхъ методъ вычисленія, употребительныхъ въ этой, по 
преимуществу практической отрасли арифметики; но и 
вообще старается изложить предметъ въ научной си- 
стемъ и обширноети. Въ особенности кажутся намъ 
хорошо обработавными главы: о гоеударетвенныхъ зай- 
махъ, еъ примърами, взятыми изъ дъйствительноети, и 
© страхованіи жизни. ) 

35. Сеөошеїгіѕеће ип4 тееһапіѕеће 
Тһеогіе дег Азёго: Чен уоп рг. Н. Хеліѕсћ. 
Сге ѕуа\м 1863. 

Эта интересная монографія представляетъ обиль- 
ный матеріалъ для упражненія въ приложеніи анали- 
за къ изелфдованио кривыхъ. Именно этимъ классохъ 
кривыхъ всего менфе занимались до сихъ поръ мате- 
матики, такъ что можетъ быть для нЪкоторыхъ чита- 
телей ›Вфетника‹ будетъ чуждо и самое названіе, недав- 
но впрочемъ установившееся. Подъ названіемъ аст- 
Роиды разумъютъ кривую, которая составляется изъ по- 
“ЛЪдовательныхъ точекъ переефченія различныхъ поло- 
женій одной и той-же прямой, опредъленной длины, ко- 
торая поворачивается такъ, что своими концами посто- 


янно опирается на 2 оси произвольныхъ координатъ. 
Постоянная длина прямой называется параметром, 
а уголъ, ‘заключающийся между осями, опредљляющиме 
угломъ; и емотря по этому углу астроиды различаются 
на прямыл или ортогональныя и косыя. 

`86. бегепиз уоп АпЁіѕѕа Церег йеп Ѕеһліїё 
дез Кебе!$, айѕ дет бгіесһізеһеп, у. Е. Љ№ігге. 
Ѕігаіѕипд 1861. 

Мы указываемъ на переводъ этого иебольшаго 
сочиненія древняго писателя, (хотя уже онъ появился въ 
1861 г.); ибо мы не ветръчали упоминанія объ немъ въ 
доступныхъ намъ заграничныхъ періодическихъ ката- 
логахъ и вообще думаемъ, что оно можетъ представить 
интересъ для занимающихся исторіею математики. 

37. Оп һе ода] ѕо1іат ес1їрѕе оѓ Лу 
18 11. 1860, орѕегуей аё ВіуаБеПоѕа, пеаг Мігапйа 4е 
Его іп Ѕраіп, һу Жагғеп йе іа Вие. Т,опіоп 1862. 

‚ Это роскошное изданіе, енабженное ФотограФи- 
ческими снимками и литографическими рисунками, пред- 
ставллетъ подробный и весьма важный отчетъ о наблю- 
дентяхъ полнаго солнечнаго затмнія, произведенныхъ 
при помощи Фотог еліографа,конструкціи Г-на Де-ла-Рю. 
Вфроятно это сочиненіе будетъ находиться въ рукахъ 
большей части нашихъ астрономомъ, а потому мы 
ограничимся замфчанемъ, что произведенныя надъ $0- 
тографическими изображеніями микрометрическія изм$- 
ренія служатъ лучшимъ отвътамъ на счетъ принадлеж- 
ности выступов къ болницу. 
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Ш. 
Извлетеніл изъ перодилескижь изданий. 


1. Прямой выводъ значенія двухъ извёстныхъ опредъленвыхъ интегралов: 


с> 
с05 ах 5іп 2 
Ј = = гт ах , 1 == = — іх › 


Г. Цефус’а (Тейзеьг. ё. Маёћ. 7 ТаБг. Ней. 6). 


Первый изъ этихъ интеграловъ есть предёлъ отъ = 1 

0 

гдъ п можетъ рости до безконечности. Но такъ какъ для вефхъ значеній х справедлива известная строка: 
А а? х аё 


с05 Е — с...) то мы получимъ 


І 


| 


п 
1 а? х" а“ х“ ав 2:6 
а + ен га |а 


Ш МЕ: КЕБЕК 2 1 
тА сеа 2! (= гз) + УТ] (ав) 5 61 (а +... ре. 
а? а“ в пЗ 4 6 5 6 
= [1 +++] ео (2+ + п) а +). 
Но вообще: Е) = РОТЕ (0) +5 Е... + 5. ЕО Г р. Е" (2) й . 


откуда для значен1я Е (а) = (е* + е7“) и при п=0, 2, 4, 6, ит д. 


е* 5 69 


а? 4 6 
получимъ: яя +... = | аз 
] 0 


а 
а у ая 
ъа ч.. реа г 5“ ах итд; 
Е А 
такъ, что выраженіе Г, приводитея къ ори: 
а 
бя, еее *Гп (4—5) п?(а— у п5 (а—2)5 тИ 
тб —| 2(8—2) [ оте а Е ‚= = 8 Ея ве аер) ИИ сауна И 
о 


Подставляя сюда п (а — 2 ы получаемъ: 


) ее рес аа 
* та. па 
ул ей за а чу Ге-ова а Ге а. 
о 0 


Вводя здъсь предъльное значеніе для л == со, выходить 


2 Ј=е (2) Реут сла бан р ее. 
0 


> 8 > 


Не трудно доказать, что предфльная величина двухъ поелфднихъ ннтеграловъ порознь есть нуль, ибо они при 


= пх превращаются въ 
5а}. 
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яп пх 


такимъ образомъ выходитъ 


а 
ах, йт т 
“0 


Ј =) е 
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е" — 


яп их Ах , 


Также доказывается, что и величина Ј, при а = с обращаетея въ нуль; а сл$д. тогда 


. 
з 


<> . 
зп 2 ‹ л 
“= [ ах = = 
х [07 
[7] 
поставляя ‚это. значене У: въ предъидущее уравненіе, выходить 
с 
сдѕ ах л 
ЈЕ [ а= о 
б, 1-2 


2. Въ засфдан!и Парижекой А кадеміи 24 Ноября,.Г. 
Фуко предетавилъ краткое описаніе прибора, который 
былъ употребленъ имъ для новаго опредфлен1я екоро- 
сти свъта (ем. Въст. № 84). { 


Предетавимъ себЪ сначала аппаратъ, находянийея 


въ поко. Солнечный лучь, направленный горизонталь- 
но поередетвомъ телюстата, ладаетъ первоначально 
на микрометрическуто миру, которая соетоитъ изъ по- 
серебренной стеклянной пластинки, им ощей радъ про- 
зрачныхъ вертикальныхъ черточекъ, въ разетоянін о 
доли милиметра одна отъ другой. Дълеше миры было 


произведено съ особенною тщательност?ю, ибо она слу- | 


жила въ опыт главнымъ измёряющимъ элементомъ. 
Лучи, проходящіе чрезъ эти дћъленія, падаютъ на пер- 
вое вращающееся плоское зеркало, гдъ,они испытыва- 
10тъ первое отражен1е и направляютея къ вогнутому 
зеркалу, отетовщему отъ перваго на 4 метра. Между 
этими двумя зеркалами, но ближе къ первому, пом%- 
зцается объективъ ,, кривизна поверхностей котораго 
именно такова, что, съ одной стороны, плоскость ми- 
ры, а съ другой ~ поверхность вогнутаго зеркала, нахо- 
дятся точно на разетолніяхъ его сопряженных Фоку- 
совъ; такъ что на. поверхности вогнутаго зеркала по- 
лучается изображеніе миры. Вогнутое зеркало на столь- 
ко наклонено, чтобы отраженные отъ него лучи могли 
проходить мимо аппарата съ вращающимся зеркаломъ, 
отъ котораго получаетея изображеніе на извфетномъ 
разетояніи въ пространетвъ. Въ этомъ именно мъетъ 
устанавливается второе вогнутое зеркало, такимъ обра- 
зомъ, что. пучекъ еще разъ отраженныхъ лучей прохо- 
дитъ подлЪ перваго зеркала и даетъ второе изобра- 
женіс миры; это изображене принимастея на поверх- 
ность третьяго вогнутаго зеркала и такимъ образомъ 
далъе до образованія послъдняго изображенія миры на 
поверхности зеркала какого. либо нечетнаго порядка, 
Въ приборь Фуко было пять зеркалъ и развиваемая 
ими длина для прохожденія свфта равнялась. 20 мет- 
рамъ. Разетояніе поёлъдняго зеркала отъ предъиду- 
щаго составляло 4 метра и такова же Фокусная дли- 
на послъдняго зеркала, которое обращено прямо про- 
тивъ предъидущаго, такъ что всъ падающіе на него 


лучи возвращаются по тому же напразленію, по кото 
рому онл пришай. Доестагнуть этого легко на опыт$ 
и тогда можно быть увъреннымъ, что већ лучи возвра- 
тятея окончательно къ мирф, къ тфмъ самымъ пунк- 
тамъ, чрезъ которыя они вошли. Г 
Возвращенные такимъ образомъ лучи датютъ весь- 
ма отчетливое изображеніе миры, въ чемъ легко уб%- 
диться посредетвомъ частнаго отраженія отъ накло- 
ненной стеклянной пластинки, еосдивенной неизмънно 
съ мирою и: съ микроскопомъ, какіе обыкновенно упо- 
требляются въ астрономическихъ наблюденіяхъ. 
5 Изображеніе, получаемое въ микроскопћ отъ воз 
вратныхъ лучей, занимамаетъ опредфленное положене 
въ отношеніи къ пластинкв и къ мир. Это положе- 
ніе соотвътетвуетъ дъйетвительному изображенио ми- 
ры, видимой чрезъ отраженіе отъ плоскости стекла. 
Но когда зеркало начнетъ вращатьея, то это изобра- 
жен1е измфняетъ мето, разумфетея въ томъ случа%, 
если свфтъ, пробъгая два раза пространство вогнутыхъ 
зеркалъ, находитъ плоское зеркало уже въ другомъ 
положеніи. Отеюда слфдуетъ, зто возвратное изобра- 
женіе должно перемфщаться въ сторону вращенія зер- 
кала, и это отклонене увеличивается съ увеличеніемъ 
скорости вращенія; оно увеличивается также, какъ оче- 
видно, съ длиною пробъгаемаго свътомъ пространетва 
и съ разстоянемъ миры отъ вращающагося зеркала. 
Называя Ж скороеть евъта, л чиело оборотовъ 
зеркала, { длину ломанной линіи между вращающимся 
зеркаломъ и послъднимъ вогнутымъ зеркаломъ, г раз- 
стояніе миры отъ вращающагося зеркала и 4 отклоне- 
н1е изображенія, получается слъдующее выражене для 


скорости свъта въ Функціи извфетныхъ величинъ, соза" 
, ли" 


а 


Разетоянія Ё и тг измфряютея непосредственно 
масштабомъ или другимъ епособомъ. Отклоненіе @ 
опред®ляется микрометрически; но что касается числа 
т оборотовъ зеркала въ секунду, то мы должны пред- 
варительно объяснить, какимъ образомъ сообщается 
аппарату съ зеркаломъ постоянная скорость вращеня, 

Это зеркало изъ посеребреннаго стекла, имфюща- 


. 


рыя опредфляютея отдъльно, измъреніемъ: 7 = 


го 14 милиметровъ въ діаметр%, насажено на ось не- 
большой воздушной тюрбины извъстной конетрукціи; 
причемъ воздухъ, выходящій изъ поддувальника, про- 
ходитъ предварительно черезъ особо принаровленный 
къ тому регуляторъ, изобрътенія Кавалье. Воздухъ, 
выходяний изъ отверетій тюрбины, предетавляетъ дви- 
жущую силу весьма постояннаго дъйетвя, тъмъ боле, 
что ускоренное вращеніе зеркала тотчаеъ встрёчаетъ 
препятетвіе въ окружающемъ воздух®, которое, при 
данной скорости, остается также совершенно посто- 
яннымъ. Такймъ образомъ здъсь уравновъшиваются 
двъ противуположныя ‘силы и предохраняютъ движе- 
ніс отъ всякой неравномърногти. 

Для ечета числа оборотовъ, или собственно гово- 
ря для сообщенія аппарату опредфлениой скорости ©д5- 
лано было елъдующее устройство: между микроекопомъ 
и. отражающимъ стекломъ помфщенъ быль диекъ, ко- 
тораго край, нарфзанный мфлкими зубцами, проекциро- 
валея на изображеніе, которое наблюдалось въ микрое- 
коп и раздфлялъ его по поламъ. Диску сообщаетея 
однообразное вращеше, которое дћълаетъ зубцы неви- 
димыми при” постоянном свт. Но изображене появ- 
ллетея только на одинъ моментъ при каждомъ нозомъ 
обращении зеркала; поэтому, если екороеть вращенія 
диска будетъ. такова, что каждый елфдующий зубецъ 


Рљшеніе задати № 6 въ №. 


лес. 


119 —- 


приходитъ въ положеніе предъидущаго, именно во вре- 
мя одного полнаго оборота зеркала, :т0 самый дискъ 
является снова зубчатымъ и предетавляетея неподвиж - 
нымъ. Такимъ образомъ, если число зубцовъ диска 
есть пи время обращенія его равно’ одной зеёқундъ, 
то, регулируя истечене воздуха въ тюрбин%, можно 
дойти до видимой неподвижности диска и быть увф- 
реннымъ , что зеркало совершаетъ тогда п оборотовъ 
въ секунду. Шри помощи часоваго механизма ‘устрой- 
ства Фроманъ, Г. Фуко. могъ сообщать зеркалу 400 
оборотовъ въ секунду, и въ теченіе нъеколькихъ минутъ 
поддерживать постоянное отношеше въ дфйстви 060- 
ихъ вращающихся приборовъ. 

Г. Фуко замъчаетъ еще, что причина открытых 
имъ несоглаеій въ первоначальныхь опытахъ заклю- 
чалась въонеточноети показан микрометра, а потому 
онъ предночелъ’ въ поельдетвьи, вмфето микрометричесва* 
го измъренія отклонения, удержать за нимъ постоянную 
величину и искать изъ опыта: каково должно быть 
тогда разетояніе между мирою си вращающимея  зерка- 
ломъ: Полученные такимь образомь результаты е0- 
гласуютея въ предълахъ ошибокъ наблюдений, и выво- 
димое въ ереднемъ для скорости евфта число 29800 
километровъ въ секунду, по утверждено Фуко, заслу- 
живаеть весьма большаго довърія. 


31 Лљетника. 


Уравненіе эллипса отъ центра 
ау 4- 022° = а? . 
„Перенесемъ начало координатъ въ точку ЛГ, ко- 


торой координаты пусть будуть -- а, —6. Тогда 
уравненіе эллипса будетъ: 


а (0—82 40° (ха = а". 
Перемфпимъ положеніе осей по направленно 11.4 и МВ. 
Тогда вуъето х и. у падо ветавить сх — 50, за су, 


гв 5 = 919 С == 60$ $; уголь ф веть уголъ ВМК. Урав- 
неніе залииеа относительно осей МА и МВ будетъ 


а? (ях су — 8-Е В (сх — зу а) = а? 0. 
Найдемъ точки Л и В 
Ч (бу) а? (сур ВА 0 (а — зуг? 
В (2х; 0) а? (544 — 
Такъ какъ а29?2-- 624? = а202 то, 
(а20° 4- 025°) у? — 2 (а?еВ + Ба) у, = 0 
(«232 4 6262) 2 — 9 (4288 — 02а) х, = 0 | . (0 
Корни: уравненій (1) 2. = 0 и 21=0 соотвттетву- 


тоть точкь М, 
точекъ. 4 и В 


2 (42.8 +- Ба) 2т 
еее: 77 иги ЯВ Крем эд ар 
2 (0285 аек) п 4 


ау = о 
1 252 6262 ГА 
ГАЗ для краткости положено; 
а?е в Ьа ас? = 242 = К»; 


9153 — 02са из — 022 = | 


= 1, 


пц. 


Ни 
== а% 0°; а, 


В (ба) аза аза аз 


1 
| 
| 
| 


Другія звачен:я дадуть координаты | | мали вообще есть 


| 
| 
| 
| 
| 


9а сбу А Ба + 65° — 2635 у, == а? 
За? 5р; 4 Бе? ++ 63° -- 20%аслу = аЬ? 
Уравнеше лиши В, проходящей чрезъ точки Ў и В, есть: 


= <? 96° — 


У — у, = = или Үл 00 — Ху: 
Выведемъ уравненіе нормали въ точкъ ЛМ. Урав, пор- 
: и = аѓ 

(4 24 У) ах” 


Въ нашемъ случа 
Р = а? (5х4 су— 6) 5? (ав зу“) — а153—=0. 
Отеюда 

1 

Гатил (5х су — 0) с 25° (сх — 5804-с) з, 


ар 


Дь 2408060) Ву 84 20 (вх вуча) е. 


— 120 — 


Уравненіе нормали будетъ: 
(Х— =) [а (32 4- су — 8) е — Б (сх —зу+а) = 
= (1—5) [а* (324 су — В) з +В (сх — зу а) с). 
Для точки М, х=у=0. Сл%д. уравненіе нормали 
ММ будетъ: | 
Х (— аде — Ъ8аѕ) = У (—а38 3 + ас), или Хт== Үп. 
Найдемъ пересъченіе МВ съ нормалью ММУ. Имфемъ 
2 уравненія 
Ух, =! — Ху... Ур. линін (АВ) 


Уп желток. очева (МҮ) 
изъ которымъ находимъ координаты точки № 
Л. ы п 2,13 (88: т КУЙ т 
тх, пу’ таз -- пул 


Вставивъ изъ уравненій (Н), вмъесто 2х; и у, ихъ вели- 
чины, имфемъ 


2п 2т 
ре тол биди ; Эт 
т п т КЇ у егы 
агуйг 


Эти координаты х’и у относятся къ осямъ М.4 и МВ. 
Чтобъ ихъ отнести къ осямъ, проходящимъ чрезъ М 
и параллельныхъ главнымъ, надо вмфето х и у вета- 
вить сх + зу и су — х. Тогда 


р , п } ; 21 2 
сх + зу БЕ › Су — 8х ЕЕ” 
#1 ' 1 
отсюда: 2 = Е (пс — тз), у = га 109° -- те) г 
Но тс = (а2е8 --5?за) с, пс == (а238 — 6?еа) с 


тз = (а2с9 -- 28а) $ 
пе — тз = — 62а ; 


75 = (а?56 --Б?са) $ , 
тс -- пз = а?8 , 


ибо 252-1 би ЕЕ =а2-Ь?: 
ъ ар ек ‚ив 5 
ОЛАР РТИ аз ра. ° у БСО 
я а? — 6? М а? 
Тогда: х = аа) Е: 7) =) . 


Отсюда видно, что х’и у не зависятъ отъ с и з, 
т. е, отъ положенія осей МА и МВ. Слъд. точка пе- 
ресъченія лини В съ нормалью ММ при веякомъ 
положеніи прямаго угла 4МВ, лишь бы = вершина ея 
наход. въ одной точк%, сохраняетъ, неизмънно свое поло- 
женіе; или линёя пересњченіл АВ, соединяющая точки 
перёсњченіл стороны прямаго угла АМВ съ кривою, 
при обращенїи прямаго угла около его вершины, всег- 
да проходить чрезѕ одну постояннною точку (№), 
чрез которую проходите также и нормаль кә кривой: 

Найдемъ уравненіе этой точки №, когда точка М 
будетъ двигаться по данной кривой. Пусть 


аз — Б? 


х= ой, 
паа 


у = 8а, а д 

Такъ какъ @ и 8 должны удовлетворять уравненію 

данной кривой, то должно быть: а%2° -|- 63а? = аз; 
у? 23 ре 

а? @ + р? 18 = аЬ. 


1, 


или Или отнимая значки, 
И Р я і 
ИА =” = азЬ°. Полагая 54 = В, ай = 4, имъемъ 


2492 4- Вх = ЗВ? , 


уравнеше искомой кривой, т. е.. Уравненіе искомой 
кривой есть эллипс, котораго оси пропоршональны 
осям даннаго. 
Полярное уравненіе даннаго эллипса 
р ь? Ув 
П: лаг 2 = — = ——— 
(Р) 1 -Ресозф ? г р а ‚ ё 


"ки. 


Ё= ка, Е = ү = М 


р ра 
искомаго Ветры или тт 


В° ил 
Урназ 57 =ри;‘Е= Я =е. 
Т. е, параллельные радіусы векторы находятся меж- 
ду собою в5 постоянном5 отношеніи. 

Когда уравненіе (0) выражаетъ гиперболу, то 
е>1 р =а (е* — 1). Для гиперболы 


ГДЗ 


игъ _ ЧУРЕР УР +, 
тета Те дао 75 ре рз 219и 
Сл%д. Мз ," РЫР.: 


Слъд. если данная кривая гипербола, то и иско- 
мая гипербола съ большимъ Фокуснымъ разстояніямъ; 
изъ 2-хъ параллельныхъ радіусовъ векторовъ радіусъ 
искомой > радіуса данной гиперболы. А 

Если данная кривая парабола, то ея уравненіе 


лае 
будетъ МЕСТЕ 
Для параболы е=1 а= =, потому 
р 
исрејичаууноечадио 


тти 7 


Въ предфлБ а ===> для параболы 4=1; поэтому урав- 
неніе искомой параболы будетъ у 
ПАСА 
14- с0$ $ 
одинакое еъ даннымъ. Найдемъ разстояніе вершинъ 
объихъ параболъ. Для этого найдемъ предълъ 


2а Ааай) == Са 
и а) =а( ар) ар 
или = ЖР.. При а=®, О=?р. (*) 


р 


а 
Искомую кривую для параболы можно найти и 
непосредственно, изъ уравненія у = 2рх, поступая 
точно такъ какъ это дълали въ случаъ эллипса. 
2-е ртшеніе. Можно также получить ръшеніе, 
взявъ общее уравненіе кривыхъ втораго порядка отъ 


вершины == 2рх — А х?, гд р есть ордината въ Ф0- 


кус?: для эллипса а... + 

для гиперболы а... — 

для параболы а... = 
Приэтомъ можемъ поступать точно такъ какъ дъла- 
ли въ началъ задачи. 

3-е рьшеше. Написавъ уравнене двухъ прямыхъ, 
между собою перпендикулярныхъ и проходящихъ чрезъ 
какую нибудь точку кривой коническаго съченія, опре- 
дълимъ точки ихъ пересфченая съ кривою; потомъ на- 
пишемъ уравненіе прямой, проходящей чрезъ этъ 2 точ- 
Затъмъ найдемъ пересъченіе послъдней еъ нор- 
маяью; полученные координаты будутъ независимы отъ 
наклоненія взятыхъ 2-хъ прямыхъ. Поел% ‘того, выра- 
жая точку кривой чрезъ найденную постоянную, вета- 
вивъ въ уравненіе кривой, легко получимъ уравненіе 
искомой постоянной точки. 

Но такой пріемъ въ ръшеніи ведетъ къ боле 
продолжительнымъ вычиеленіямъ. 


Смоленскъ 44 Января. 4. Бъляевд. 


(*) Авторъ присоединилъ къ этому ръшенію нЪсколько по- 
ясинтельныхъ чертежей, которые, къ сожаленію, Редакція юри- 
нуждена была опустить- Ред. 
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